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1. Algebres non associatives

K désignera un corps commutatif de caractéristique nulle.

Définitions 1. Une K-algebre est un K-e.v. muni d’une application
bilinéaire

AxA—A (z,y)— zy

dite produit de A. Soit A une algebre.

(1) A est dite alternative si (22y) = z(zy) et yz? = (yx)z.

(2) Elle est dite de Jordan si elle est commutative et pour tous z,y € A :
(2*y)z = 2*(ya).

(3) Elle est dite de Jordan non commutative si pour tous z,y € A :
(2%y)z = 2*(ya).

(4) Elle est dite @ puissances associatives si pour tout x € A la
sous-algebre de A engendrée par x est associative.

(5) Elle est dite flexible si elle satisfait a I'identité (zy)z = x(yx).

L’organigramme suivant illustre la hiérarchie entre ces identités:

Associative
|3
Jordan Alternative
AN |3
Commutative J. n. c.
U VAN

Flexible P. A.

Etant donnée une algebre A. On obtient, moyennant une déformation de
son produit, d’autres algebres:

Définition 1. (Symétrisation). On appelle symétrisation d’une algebre
A et on note AT l'algébre (commutative) ayant pour espave vectoriel sous-
jacent A et pour produit

Ty + yx

rOY = 5

Si A est de Jordan n.c. alors AT est de Jordan. .



Procédé de Cayley-Dickson

Définitions 2. Soit A une algebre a élément unité e.

2

(1) A est dite quadratique si pour tout z € A les éléments e, z, x* sont

linéairement dépendants.

(2) Elle est dite cayleyenne si elle est munie d’une involution o4 : x +— T
telle que x + Z, 2T € Re. o4 est dite 'involution cayleyenne de A
et on note (A4,04). On définit alors sur 'espace vectoriel A x A le
produit:

(z,y) © (2',y) = (za’ — 'y, ya’ + y'z).

L’algebre (A x A, ®) ainsi obtenue est cayleyenne, d’élément unité
(e,0) et de conjugaison cayleyenne (z,y) — (T, —y).

On l'appelle extension cayleyenne de (A,04) et on note
CD(A,04). La correspondance A — Ax A z +— (z,0) est un
monomorphisme d’algebres. .

(A,o4) CD(A,04) Produit

(R, Ir) | (C,o¢) : Nombres complexes Associatif et commutatif
(C,oc) | (H,om) : Quaternions . Associatif (non commutatif)

(H, o) | (0,00) : Octonions . | Alternatif (non associatif, non commutatif)

2. Inversibilité dans les algebres non associatives

Définition 2. (Inversibilité linéaire). Soit A une K-algébre.

(1) Un élément x € A est dit linéairement inversible si les opérateurs
linéaires Ly, R, de multiplication par x, sont bijectifs. L’ensemble
de tels éléments est noté L — inv(A).

(2) Un élément x € A tel que L, (resp. Ry) est bijectif est dit I. i. a
gauche (resp. a droite) et on note L — invy(A) (resp. L —invgy(A))
l’ensemble de tels éléments.

(3) Si A n’est pas réduite a {0}, elle est dite de division linéaire a gauche
si L —invg(A) = A—{0}, elle est dite de division linéaire si elle l’est
a gauche et a droite. .
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Proposition 1. Soit A une algébre de dimension finie, alors les quatre
propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) A est de division linéaire.

2

(2) A est de division linéaire a gauche.
(3) A est de division linéaire a droite.
(4)

4

A est sans diviseurs de zéro. .

Note 1. Une algébre a puissances associatives sans diviseurs de zéro de
dimension finie, contient un élément unité ([S 66] p. 134). .

Il est facile de voir qu’une K-algebre associative de division linéaire est
unitaire. Ce résultat persiste notament pour les algebres de Jordan n.c.

Lemme 1. Soit A une algébre de Jordan n.c. telle que L — invg(A) # 0.
Alors A contient un idempotent non nul. .

Corollaire 1. Soit A une algébre de Jordan n.c. sans diviseurs de zéro et
telle que L —invg(A) # (. Alors A contient un élément unité. .

Remarque 1. Ce dernier résultat ne persiste pas en général pour les

*
algébres non associatives. En effet, 'algebre C= (C,0) : z Oy = T T,
de Mc Clay de division linéaire, commutative contenant un idempotent non
nul est non unitaire. .

Définition 3. (J-invertibilité). Soit A une algébre de Jordan n.c. unitaire.
Un élément x € A est dit inversible au sens de Jacobson, ou J-inversible,
s’il existe y € A, dit inverse de x, tel que

(1) zy=yzr =1 et
(2) 2%y = yz? = x [Mc 65).

Notons que dans 'algebre de Jordan unitaire HT = (H,®) 1’élément i
satisfait & ¢ ©® (—i) = 1. Pourtant, c’est un diviseur de zéro:
] + gt
2

i@j= =0

D’ou la nécessité de I'égalité (2). Si A est alternative, les égalités (1) et
(2) se réduisent a (1). Les propriétés fondamentales sont données par les
deux résultats suivants:
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Théoréme 1. (Jacobson). Soit A une K-algébre de Jordan unitaire et soit
x un élément de A. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) = est J-inversible dans A.
(2) 1€ Ug(A).
(3) L’opérateur U, = 2L2 — L, est bijectif.

Dans ces conditions, linverse y est unique et on ay = Uy *(z) [J 68]. .

Théoréme 2. (Mc Crimmon). Soit A une algébre de Jordan n.c. unitaire.
Alors un élément x € A est J-inversible et possede pour inverse y € A si et
seulement si y est l'inverse de x dans l’algébre de Jordan AT [Mc 65]. .

Le Théoreme ci-dessus montre que la J-inversibilité dans une algebre A
de Jordan n.c. unitaire est la méme que dans 'algébre de Jordan A™. On
notera 'inverse de x par ™! et I’ensemble des éléments J-inversibles de A,
par inv(A). .

Définition 4. Soit A une algébre de Jordan n.c. unitaire. L’algébre A est
dite de J-division si inv(A) = A —{0}. Une telle algébre est simple et il en
est de méme pour 'algébre de Jordan A™T. .

Théoréme 3. (d’Artin avec inverses). Dans une algébre alternative unitaire,
deux éléments quelconques et leurs inverses, s’il existent, engendrent une
sous-algebre associative ([K 77] p. 39). .

Proposition 2. Soit A une algébre de Jordan n.c. wunitaire, alors tout
élément © € A linéairement inversible a gauche est J-inversible, d’inverse
a7t linéairement inversible & droite et on a Ry = U, 'L, ([K 77] p. 31). .

Corollaire 2. Soit A une algébre alternative unitaire et soit x € A. Alors
les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) x est J-inversible.

(2) x est linéairement inversible. .

L’inversibilité linéaire a gauche coincide avec la J-inversibilité pour les
algebres alternatives unitaires et entraine cette derniere pour les algebres de
Jordan n.c. unitaires. Cependant ces deux notions d’inversibilité ne sont
pas équivalentes pour les algebres de Jordan, et les contre-exemples existent
en abondance ([K] p. 19). .

Soit A une algebre de Jordan n.c. unitaire. Une sous-algebre B de A, qui
contient 1’élément unité de A, est dite pleine si inv(B) = B Ninv(A).
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Proposition 3. Tout élément a d’une algebre de Jordan n.c. unitaire, est
contenu dans une sous-algébre associative, commutative et pleine. La plus
petite sous-algébre pleine de A qui contient a, notée K(a), est appelée la
sous-algébre pleine engendrée par a ([K 77] p. 33). .

3. Applications

Définition 5. Une C-algebre A est dite normée si l’espace vectoriel est A
muni d’une norme ||.|| telle que ||xy|| < ||z|| ||y|| pour tous x,y € A. .

Le spectre de tout élément z : spa(x) = {A € C: xz — A1 ¢ inv(A)},
d’une C-algebre associative normée unitaire A, est non vide [BD 73].

Un des résultats classiques de la théorie des C-algebres de Banach, est le
celebre Théoreme de Gelfand-Mazur suivant [BD 73]:

Théoreme 4. Toute C-algébre associative normée de division est isomorphe

aC..

Comme dans le cas associatif, le spectre d’un élément x d’une C-algebre
A de Jordan n.c. unitaire est défini par [K 77]:

spa(x) ={A e C:x— Al ¢inv(A)}.

Ainsi spa(7) = spc(y)(z) est non vide. On en déduit immédiatement une
généralisation du Théoreme de Gelfand-Mazur:

Théoréme 5. Soit A une C-algebre de Jordan non commutative normée
unitaire de division. Alors A~ C ([K 77] p. 92). .

Nous obtenons, & I’aide de ce résultat, le suivant:

Corollaire 3. Soit A une C-algebre de Jordan non commutative normée de
division linéaire a gauche. Alors A ~ C. .

Probleme ouvert 1. Soit A une C-algébre commutative, ¢ puissances
associatives normée et de division linéaire. Est ce que A contient un élément
unité 2 .



